


अध्याय 9 
अनुक्रम तथा श्रेणी 


9.] समग्र अवलोकन (Overview) 


अनुक्रम से हमारा तात्पर्य है, किसी नियमानुसार संख्याओं का एक निश्चित क्रम में विन्यास। अनुक्रम 
के पदों को हम ८,, ८,, ८, ... , इत्यादि से निर्दिष्ट करते हैं जिसमें पदांक पद की स्थिति को निर्दिष्ट 
करते हैं। 

उपर्युक्त के संदर्भ में अनुक्रम को किसी समुच्चय £ में / (7) =, ४# € च द्वारा परिभाषित 
प्रतिचित्रण अथवा फलन /: च -> 2 के रूप में समझा जा सकता है। / का प्रांत प्राकृत संख्याओं का 
समुच्चय अथवा उपसमुच्चय है जो पदों की स्थिति को निर्दिष्ट करता है। यदि पदों के मान को निर्दिष्ट 
करने वाला इसका परिसर वास्तविक संख्याओं का उपसमुच्चय र है तो यह वास्तविक अनुक्रम कहलाता है। 

पदों की संख्या के अनुसार अनुक्रम परिमित अथवा अपरिमित होता है। हमें यह आशा नहीं करनी 
चाहिए कि अनुक्रम के पद किसी विशिष्ट सूत्र से ही अवश्य प्रदत्त होंगे। 

यद्यपि हम पदों को प्राप्त करने के लिए किसी सैद्धान्तिक पद्धति अथवा नियम की आशा करते हैं। 
मान लीजिए, ०,, ०,, ८,, ... , अनुक्रम हैं, तब, व्यंजक ८, +, +, +... दिए हुए अनुक्रम से जुड़ी 
हुई श्रेणी कहलाती है। दिए हुए अनुक्रम के परिमित अथवा अपरिमित होने के अनुसार श्रेणी भी परिमित 
अथवा अपरिमित होती है। 
टिप्पणी: श्रेणी का उपयोग करने पर यह निरूपित योग का बोध कराता है न कि स्वया योग का। निश्चित पैटर्नो 
का अनुसरण करने वाले अनुक्रम श्रेणी कहलाते हैं। श्रेणी में प्रथम पद के अतिरिक्त प्रत्येक पद एक निश्चित तरीके 
से प्रगति करता है। 
9.।.] समातर श्रेढ़ी (A.P) 
समांतर श्रेणी एक ऐसा अनुक्रम है जिसमें प्रथम पद के अतिरिक्त प्रत्येक पद उससे पूर्व पद में एक 
निश्चित संख्या (धनात्मक अथवा ऋणात्मक) जोड़ने पर प्राप्त होता है। 

अतः कोई अनुक्रम 4,, ८, ०, ... ०, ... एक समांतर श्रेणी कहलाता है यदि उसमें ८, , ,= ०, +4 
॥ € , इसमें 4 समांतर श्रेणी का सार्व अंतर कहलाता है। सामान्यतः समांतर श्रेणी के प्रथम पद को 
८ से तथा अंतिम पद को / से निर्दिष्ट किया जाता है। 
समातर श्रेणी के व्यापक पद अथवा 7४वें पद का सूत्र 

a,=a+(n-Dad है। 

अंत से #वाँ पद a, =l-(n-D)d से प्रदत्त है। 
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समांतर श्रेणी के प्रथम # पदों का योग 


nh Nn & अंतिम 
$,= 7 [a+(n-Dd]= 3 (4+), होता है, जहाँ = ० + (7 - ।) 4 समांतर श्रेणी का अंतिम पद 
है। व्यापक पद ८, = $, - $, _, होता है। 
॥ धनात्मक संख्याओं ८,, ८,, ८, ... ८, का समांतर माध्य 


a +Hads+..Ha 
AM.= ~” होता है 
n 


यदि ८, ^ तथा # समांतर श्रेणी में हैं तो 4, संख्या ८ तथा का समांतर माध्य कहलाता है। 


अर्थात्‌ Ge या र 
यदि किसी समांतर श्रेणी के पदों को समान अचर से जोड़ा घटाया, गुणा अथवा भाग कर दिया जाए 
तब भी वे पद समांतर श्रेणी में ही रहते हैं। 
यदि ८,, ८, ८, ... एक ऐसा समांतर श्रेणी है जिसका सार्वअंतर 4 है, तो 

(6) a,ॐ‰,4,ॐ, 4,+६, ... भी सार्वअंतर ८ वाला एक समांतर श्रेणी होगा। 





| d ० + हैं + 
(i) ०४५१, ५ 4, ‰, ... एवं मे , के हज ... भी समांतर श्रेणी हैं जिनके सार्वअंतर क्रमशः 


द (६ # 0) एवं हि (+ 0) है। 


यदि ८,, ०, ८, ... एवं ७,, ७, 2, ... दो समांतर श्रेणियाँ हैं, तो 
6) , ॐ, 4, ॐ ७, 4, + £,, ... भी समांतर श्रेणी हैं 
oN 09 ४३ ह नहीं 
0) ०, ४,५ ४,५३९, ... एवं ° , ° ६, „ ~ समांतर श्रेणी नहीं है। 
यदि aj, dy 4. ... 4,, समांतर श्रेणी में हें तो 


6) a+a,=a,+a, _ तव+ व, _,त.- 


a +a 
—-k +k 
Gi) a,= क k,O<k<n-r 


(४) यदि किसी अनुक्रम का #वाँ पद # में एक रैखिक व्यंजक है तो वह अनुक्रम समांतर श्रेणी हैं। 
(४) यदि किसी अनुक्रम के #पदों का योग 7 में एक द्विघात व्यंजक है तो वह अनुक्रम समांतर श्रेणी है। 
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9..2 गुणोत्तर श्रेणी (GP) 

गुणोत्तर श्रेणी एक ऐसा अनुक्रम है जिसमें प्रथम पद के अतिरिक्त प्रत्येक पद, उससे पूर्व पद को किसी 
निश्चित शून्येत्तर अचर से गुणा करने पर प्राप्त होता है। यह शून्येत्तर अचर सार्व अनुपात कहलाता है। 
हम एक ऐसी गुणोत्तर श्रेणी लेते हैं जिसका प्रथम शून्येत्तर पद ८ तथा सार्वअनुपात 7 है अर्थात्‌ ८,८, 
477, ... , ०7"! , ... एक गुणोत्तर श्रेणी है। 


7 





यहाँ सार्व अनुपात # ८ 


ar 
गुणोत्तर श्रेणी का व्यापक अथवा #वाँ पद ८, = ०/"-' दवार प्राप्त किया जाता है। 
गुणोत्तर श्रेणी का अंतिम पद।, #वें पद के समान होता हैं और इसे ! = ८/”-' द्वारा प्राप्त किया जाता 


र f हो 
है। गुणोत्तर श्रेणी का अंत से #वाँ पद ८ = ज्जा डार प्राप्त होता है। प्रथम # पदों का योग 


$= CD (यदि 7 # ]) 
अथवा $,= 7८ ` (यदि7= ]) द्वारा प्राप्त होता है। 
यदि ८, 6, ॐ गुणोत्तर श्रेणी में हैं तो 6 संख्या 6 तथा का गुणोत्तर माध्य कहलाता है और इसे 
G = _ 4४ के द्वारा प्राप्त किया जाता है। 
6) यदि किसी गुणोत्तर श्रेणी के पदों को किसी शूऱ्येत्तर अचर (#0) से गुणा अथवा भाग कर 
दिया जाए तो इस प्रकार प्राप्त पद भी गुणोत्तर श्रेणी में होते हैं। 
Cl OC 


यदि ८,, ८, ८, ... , गुणोत्तर श्रेणी है तो ०, #, 4, ‰, 4, ‰, ... तथा जा के अंक 


भी गुणोत्तर श्रेणी होंगी और इनका सार्वअनुपात भी अपरिवर्तित रहेगा। 
विशेषतः यदि ८,, ८, ०,, ... भी गुणोत्तर श्रेणी है, तो 


EB ME गुणोत्तर श्रेणी ही है 
CE ४ भी ही हे। 
(६) यदि ८, ०, ८, ... तथा ७,, ७, ७, ... दो गुणोत्तर श्रेणियाँ हैं, तो ८, ७,, ०, ७, ०, 2, ... तथा 
wn हैं 
gp Es भी गुणोत्तर श्रेणी हैं। 


(|) यदि ०,८, ८, ... समांतर श्रेणी है (८,>0 ७ 7, तब, ५° , ४“ , ४” , ..., गुणोत्तर श्रेणी है ((/ +> 0) 


(४) यदि 6,, 4,, 4, .... 4,, गुणोत्तर श्रेणी है, तब 4, 4, 5 4, 4, _ 5 4, 4, _ , 5 ... 
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9..3 विशेष अनुक्रमों के योग से संबंधित महत्त्वपूर्ण परिणाम 
6) प्रथम # प्राकृत संख्याओं का योग: 


) PT RR RU MS रा 0 


(9) प्रथम # प्राकृत संख्याओं के वर्गों का योगः 





_n (n+DCn+D 


mn = +2 + 37 + ...+# 7 6 





(0) प्रथम # प्राकृत संख्याओं के घनों का योगः 
2 
# ८5] +2+37+...+# = El 
9.2 हल किए हुए उदाहरण (Solved Examples) 
लघु उत्तरीय ($.4.) 
उदाहरण | किसी समांतर श्रेणी का प्रथम, द्वितीय एवं अंतिम पद क्रमश: ८, £ एवं ८ हैं। दर्शाइए कि 


समांतर श्रेणी का योग € *22 (०%) है| 
2(b-—a) 
हल मान लीजिए कि समांतर श्रेणी के पदों की संख्या # तथा सार्वअंतर 4 है। 
क्योंकि प्रथम पद ८ है तथा द्वितीय पद % है, 
इसलिए d= 9-६ 
यह भी ज्ञात है कि अंतिम पद ८ है, इसलिए 


c= a+(n-])(b-०) (क्योंकि = 9- ८) 











c—a 
| ८-4. b=artesa _9+८-26 
ऱ ts b-a b-a b-a 
n (b+c-— 2a) 
S = —‘(a+ D= ——__— (ae 
इसलिए r= a+) क 


उदाहरणा 2 किसी समांतर श्रेणी का एवाँ पद ८ तथा 0ृवाँ पद # है। सिद्ध कीजिए कि इसके 








p+q a-b 
पदों योग +b+ 
(+4) पदों का योग 7 | ह | है। 


20/04/20I8 


हल मान लीजिए कि समांतर श्रेणी का प्रथम पद & तथा सार्वअंतर 7 है। 
दिया हुआ है कि t=a=>A+(p-DD=a 
t, = b>A+(qg-DD=b 
(]) में से (2) को घटाने पर, हम 
(-।-4+!)D = ८- प्राप्त करते हैं। 
a-—b 
2-4 





चर D= 


(।) तथा (2) को जोड्ने पर हम 
2A+(0+4-2)D = ०+ प्राप्त करते हैं। 





अनुक्रम तथा श्रेणी 5 


म 
... (2) 


... (3) 


=> 2A+(p+qg-DD=a+b+D 
a-—b 
=> 2A+(p+q-DD=a+b+ 9-4 .. (4) 
+ 
अब $,,,= = [A+ (P+ 4-I)D] 





र Daves 
2 72-44 


[(3) एवं (4) के प्रयोग से] 
उदाहरण 3 यदि किसी समांतर श्रेणी के पदों की संख्या (27 +।) है तो सिद्ध कीजिए कि विषम 


पदों के योग का समपदों के योग से अनुपात (7 + [) : 7 है। 


हल मान लीजिए, समांतर श्रेणी का प्रथम पद्‌ ८ तथा सार्वअंतर ८ है। यह भी मान लीजिए कि जिस 


समांतर श्रेणी के पदों की संख्या (27 + ]) है उसके विषम पदों का योग $, है। 


तो, 5, नह केवल थे. TE थे 


n+]l 
7 (a, + ८2, +) 





nh 





2 
= n+D(a+nd) 


n+l 


< 0७ नीच] 


20/04/20I8 


52 प्रश्न प्रदर्शिका 


इसी प्रकार यदि सम पदों के योग को $, द्वारा निर्दिष्ट किया जाता है, तो 


nN 
S,= प्र 


2 


2a + 2nd] =n (a+ nd) 


अत 5 +D(a+nd)_n+l 
Be 92 n(a+nd) n 





उदाहरण 4 प्रत्येक वर्ष के अंत में किसी मशीन का मूल्य उस वर्ष के प्रारंभिक मूल्य का 20% कम 
हो जाता है। यदि मशीन का प्रारंभिक मूल्य 250 रुपये है तो 5 वर्ष के अंत में उसका मूल्य ज्ञात 
कोजिए। 


हल प्रत्येक वर्ष के अंत में मशीन का मूल्य पिछले वर्ष के मूल्य का 80% हो जाता है। इसलिए 
5 वर्ष के अंत में मशीन के मूल्य का 5 बार अवमूल्यन होगा। 

अतः हमें एक ऐसे गुणोत्तर श्रेणी का 6वाँ पद ज्ञात करना है जिसका प्रथम पद ८, = ]250 है 
तथा सार्वअनुपात 7 = 8 है। 

अतः 5 वर्ष के अंत में मशीन का मूल्य = !, = ०, 7 = ।250 (.8)' = 409.6 
उदाहरणा 5 समांतर श्रेणी ०,, 4,, ०, :.. के प्रथम 24 पदों का योग ज्ञात कीजिए, यदि 
८, +4; + 4) + 4,५ + 4,, + 4,, = 225 दिया हुआ है। 
हल हम जानते हैं कि किसी भी समांतर श्रेणी के प्रारंभ एवं अंत से समदूरस्थ पदों का योग समान 
होता है और यह प्रथम एवं अंतिम पद के योग के बराबर होता है। 
इसलिए A 9-० 
अर्थात्‌ 6, AsG = ८. + a), = dp + 4.५ 
दिया हुआ है कि (८, + 4,,) + (८, + ०,,) + (०, + ०,5) = 225 
करे (ध| + 4,,) + (6, +a) + (७, + a,) 5225 
= 3 (4, + 4,,) = 225 
=> 4, + 4,, ८ 7S 


हें nh le + अंतिम 
हम जानते हैं कि $, = 3 +7/], जहाँ७ समांतर श्रेणी का प्रथम पद और / अंतिम पद है। 


24 
अतः 5,, = ठ [a, + 4,,] = ]2 2 75 = 900 


उदारहण 6 समांतर श्रेणी बनाने वाली तीन संख्याओं का गुणनफल 224 है और सबसे बड़ी संख्या 
छोटी संख्या का सात गुना है। संख्याएँ ज्ञात कीजिए। 
हल मान लीजिए समांतर श्रेणी की तीन संख्याएँ 6-०, ०,८ + 4 (4 > 0) हैं। 
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अब, (६-09) 6 (6 + 0) 5 224 
=> a (व? -@) = 224 Sill 
क्योंकि सबसे बड़ी संख्या सबसे छोटी संख्या से सात गुना है अर्थात्‌ ८+=7 (८-4) 
3a 
इसलिए d = च 


4 का मान (।) में रखने पर, हमें 


9 2 
a [~ 6) = 224 प्राप्त होता है। 
ad 


अर्थात्‌ = 8 
3a 3 
एव d= यू 4285० प्राप्त होता है 


अतः वांछित तीन संख्याएँ 2, 8, 4 हैं। 


उदाहरण 7 यदि » » एवं 2 समांतर श्रेणी में हैं तो दर्शाइए कि (४ + 3) +)?), (2? + 2८ + »?) एवं 
(2 + १४ + £?) किसी समांतर श्रेणी के क्रमागत पद्‌ हैं। 


हल पद (४? + 2) + )?), (2? + ४2 +2?) एवं (४? + )2 +2?) समांतर श्रेणी में होंगे यदि 
(८ + >ह क+ ४) - (४४ + 5५ क ७) 5८ (४ + ४८ + 27) - (८7 + &€ + ७7) 


अर्थात्‌ £ + ४८ - |- ५2 - YY xc - x? 
अर्थात्‌ ४7 + ४ + 202 - | 5८ ४7 + ४7 + 5५ 
अर्थात्‌ (&+ 2) - ४ ८ ५» (४+/४+ 2) 
अर्थात्‌ x+Z-y=y 

अर्थात्‌ x+2= 29 


यह सत्य है क्योंकि %, +, 2 समांतर श्रेणी में हैं अतः x +xy+y,2+xE+N,y + ५८+ £? भी 
समांतर श्रेणी में हैं। 

उदाहरण 8 यदि 6, ४, ८, ८ गुणोत्तर श्रेणी में हैं तो सिद्ध कीजिए कि ८? - ४2, ४? - ८२,८२ - ८? भी 
गुणोत्तर श्रेणी में हैं। 

हल मान लीजए कि दी हुई गुणोत्तर श्रेणी का सार्वअनुपात 7 है। 


b ८ d 
इस प्रकार CaN Sid 

a b ce 
= b= ar,c=br=ar,d=cr= ar’ 
अब ad-bP=dae-arP=e(l-r) 
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b-e= ar-arn=ar(l-r) 





एवं c-TF=ar-ar=ar(l-r) 
b?-c? Co 5 
इसलिए क ॥१ 22 i 





अतः ८? - ४१, ७? - ८?, ८? - @ गुणोत्तर श्रेणी में है। 


दीर्घ उत्तरीय (..4.) 
उदाहरणा 9 यदि किसी समांतर श्रेणी के ऋ पदों का योग अगले # पदों अथवा # पदों के योग के 
बराबर है, तो सिद्ध कीजिए कि 


I ]I I ] 
(m+n) Ci) 


हल मान लीजिए, 6, ८ + 4, ८ + 24, ... . समांतर श्रेणी है। 
हमें प्राप्त है, ६, +॑ 4, के ... + 4,, 5 4, [7 4,,.. 7 --- + 4,,. 
() के दोनों पक्षों में 6/ +, + ... +, जोड़ने पर हमें 
2[a,+4,+...+4,] =, + ०, +... +, + 4, | + ... + 4,,, प्राप्त होता है। अर्थात्‌ 
2S 5.9 


.()) 


पा 


m+n 
m+n 


उपरोक्त समीकरण में 24 + (%- ।) 4 = ॐ प्रतिस्थापित करने पर हमें 





इसलिए, 2—{2a+(m-Dd}= {2a+(m+n=Da} 





m+n 
mx = 7 (४ +) प्राप्त होता है। 
Qm—m—n)x= (m+n)nd 
=> (m—n)x= (m+n)nd (2) 
इसी प्रकार यदि ध,+ 4, + ... + 4,, 5 4,, , | --- / 4,, , , 


दोनों पक्षों में 6, + ०, + ... + 4,, जोड़ने पर हमें, 
2 (| + 4, + ... + 4,) 5८ 4|+ 4, + ...+ 6 
अथवा 25,509 


m+l 


+ ..- + @, , , प्राप्त होता है। 


m+p 


m+p 





2 y2a+(m-Da) = [2a+(m+p- Ua) 


अर्थात्‌ (m—p)x= (m+ p)pd ... (3) 
(2) को (3) से भाग करने पर हम 
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(m—n)x _ (m+n)nd 
(m— p)x s (m+ p)pd 
=> m—n)(n+p)p= (m-p)(n+n)n 


दोनों पक्षों को mnp से भाग देने पर हम 


I I ॥ ७ ॥ 
(n+p) ( | (m+n) Fe | प्राप्त करते हैं 


]| I I 
= (m+n) EE =(m+p) ठ 


उदाहरण ।0 यदि समांतर श्रेणी ८,, ८, ..., ८, का सार्वअंतर 4 है (4 # 0) तो सिद्ध कीजिए की श्रेणी 
sin d (cosec a, COSEC A, + ९0860 A, COSEC dy + ...+ COSEC A 
का योग ८०४८, - ०० ८, के बराबर है। 





प्राप्त करते हैं। 


, ०08९९ a,) 


हल हमें प्राप्त है, 


sin d (0056९ a, ०056९ a, + ०056९ a, COSEC a, + ...+ COSEC a,_, ०056८ a) 


l | l 
sind + +...+ 


sina, sina, Sindy, sinay sina, ,SINa, 





sin (a, —a,) sin (4; 42) FI sin(a, 7 4,,_। ) 





sina, sina, Sina, sina; sina, Sina, 


—cosa, sina, _,) 


n-l 





Sina, COS a, ०0086; sina, ) Sina; 00542 7008, Sin Gy ) , ySnG,00sd 


sina, sina, sina, sina; sina, sina, 
= (cot a, - cot a,) + (cot a, - cot a,) + ... + (cot a, , - cot a,) 
= cota, —cota, 
उदाहरण ॥ 
6) यदि चार विभिन्न धनात्मक राशियाँ ८, 9, ८, 4 समांतर श्रेणी में हैं, तो सिद्ध कीजिए कि 
bc > ad 


(0) यदि चार विभिन्न धनात्मक राशियाँ 6, ५, ८, ८ गुणोत्तर श्रेणी में हैं तो सिद्ध कीजिए कि 


a+d>b+e 
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हल 
0) क्योंकि ०, 9, ८, 4 समांतर श्रेणी में हैं, इसलिए प्रथम तीन पदों के लिए A.M. > GM. 


a+c_ 











अतः b> Jac र 
वर्ग करने पर, ? > ८ PT 
इसी प्रकार अंतिम तीन पदों के लिए 
AM>GM 
हा b+d 
c> bd ठच 
c > bd ... (2) 
(]) तथा (2) को गुणा करने पर हम 
92८? > (८) (छ) प्राप्त करते हैं। 
=~ bc>ad 
(0) क्योंकि ०, , ८, 4 गुणोत्तर श्रेणी में हे 
प्रथम तीन पदों के लिए A.M. > GM 
अर्थात्‌ -- > ७ [क्योंकि ५4८ =0) 
=~ a+c>2b ... (3) 
इसी प्रकार अंतिम तीन पदों के लिए 
> (क्योकि ५64 =) 
=~ b+d>?2c ... (4) 


(3) एवं (4) को जोड्ने पर हम 
(a+८)+(b+d) > 29 + 2८ प्राप्त करते हैं 
~ a+d>b+c 
उदाहरण ।2 यदि ८, 9, ८ किसी समांतर श्रेणी के तीन क्रमागत पद हैं और », ), 2 किसी गुणोत्तर श्रेणी 
के तीन क्रमागत पद हैं, तो सिद्ध कीजिए कि 


x च y° ल ट्‌ -b = ॥। 
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हल ,७,८ समांतर श्रेणी के तीन क्रमागत पद हैं 


इसलिए b७-०=८-७=4 (मान लीजिए) 
c-a= 2d 
a-b= —d 
अतः, BRS a Rl कल लि oR 24, ता 
८» 7 (22)? ८7 (क्योंकि +, » 2 गुणोत्तर श्रेणी में होने के कारण) = (/2) ) 
a rofl 
ड्ड x dtd , टू 
= x° ट्‌? = I 


उदाहरण ।3 यदि 9 (८+) = 6(2” - ]) जहाँ फलन { /(४+3) = (0 -/ 0) को सभी 
k=] 


प्राकृत संख्याओं », » के लिए संतुष्ट करता है एवं /()=2 है, तो प्राकृत संख्या ८ ज्ञात कीजिए। 
हल दिया हुआ है कि 
f+) = /(0 :/ 6) और {()=2 

इसलिए IE =O +D=NO). Ff) = 2: 

SS FOF YO).fO)=? 

(4) = FAAS) AFC) ./ (3) 5 27 
और इस प्रकार इस प्रक्रिया को आगे बढ़ाते हुए हम 

£ (3) = 2* एवं / (4) = 22 प्राप्त करते हैं। 


अतः Y fash _ १ /(७)./ 6) 
k= k=l 


Ff IR 
k=l 


= 2°(2!+2° +2 +...+2”) 


a 2.(27 -) a+l /yn 





परंतु 2,/(४+४) = 6 (2" - ) दिया हुआ है। 
श्र्ल् 
इसलिए 2*T(-I)= I6("-I) 
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चर 2s 2 -> arlsd 
= a= 
वस्तुनिष्ठ प्रश्न 


उदाहरण सख्या 4 से 23 तक में दिए हुए चार विकल्पों से सही उत्तर का चयन कीजिए 

उदाहरण ।4 अनुक्रम को निम्नलिखित में से किस रूप में परिभाषित किया जा सकता हैः 

(A) एक संबंध, जिसका परिसर ८ थ (प्राकृत संख्याए) 

(8) एक फलन जिसका प्रांत c N 

(©) एक फलन जिसका प्रात c N 

(D) वास्तविक मानों वाली श्रेणी। 

हल (९) सही उत्तर है। अनुक्रम को एक फलन/: > % के रूप में परिभाषित किया जाता है जिसका 

प्रात 6 N 

उदाहरण 5 यदि ४, », 2 धनात्मक पूर्णाक हैं तो व्यंजक (४+ )) (५+ 2) (2 +2) का मान हैः 
(A) = 8xyZ (B) > 85४2 (QC) < 85४2 (D) = 459८ 

हल (8) सही उत्तर है क्योंकि 


x+ न्ट Z+HX 
A.M.>GM., ठ xy » कर 2 और किम 


तीनों असमिकाओं को गुणा करने पर हम 
निया (CUSIE) 
या (४+9) (४+ 5) ((+ >) > 8 ४५८ 
उदाहरण |6 धनात्मक पदों की किसी गुणोत्तर श्रेणी का कोई भी पद अगले दो पदों के योग के समान 
है तो गुणोत्तर श्रेणी का सार्वअनुपात हैः 
(A) sin 8° (B) 2 cosl8? (QC) cos I8° (D) 2 sin I8° 
इल (2) सही उत्तर है क्योंकि 


i, = न + i, 





+2 
=~ ar"! = ar'+ ar™i 


~> l=r+r 


-I+N5 


2 
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क्योंकि # > 0, इसलिए 7 = 2 कक = 2 sin 8% 
उदाहरण 7 किसी समांतर श्रेणी का वाँ पद 4 है एवं (7 +८)वाँ पद 0 है। उस श्रेणी का धूवाँ पद हैः 

(A)-=B (8 p (C)p+qg (D) 9 - 4 
हल (8) सही उत्तर हे 
मान लीजिए ८ और 4 क्रमश: प्रथम पद और सार्वअंतर हैं 
इसलिए T,= +(-!)4=५और RE 

पु = a+p+qg-ld=0 ... (2) 
(2) में से (।) को घटाने पर ५4 = -4 प्राप्त करते हैं। / का मान (।) में प्रतिस्थापित करने पर 
हम 
a=q-(P-DCD=q+p-l 
अब TE = a+(qg—-Dd=q+p-l+(g-DCDY 
= q+prl-a+l=p 

उदाहरण 8 मान लीजिए कि किसी गुणोत्तर श्रेणी के तीन पदों का योग $ है, गुणफल 7 है एवं 
व्युत्क्रमों का योग रे है, तो 7? 3 : 9? बराबर है; 

(A) I:] (B) (सार्वअनुपात)” : । 

(ट) (प्रथम पद)?: (सार्वअनुपात)? (D) इनमें से कोई नहीं 
हल (^) सही उत्तर है। 


आइए एक गुणोत्तर श्रेणी लेते हैं जिसके तीन पद के , 4, थ हैं। 


2 
a a(r +r+]l 
तव .0 क ८000 ““.. 
r r 


OI FN. ng aE 
“Tok s r 














| 
कई r+r+l 
PRN ०८ r _ 
डा के कक जो 


इसलिए वांछित अनुपात ।: है। 
उदाहरण |9 श्रेणी 3+7+।।+... एवं ]+6+।+... का 0 वाँ उभयनिष्ठ पद निम्नलिखित 
में से कौन-सा है? 

(A) I9I (8) 93 (0) 2lI (D) इनमें से कोई नहीं। 
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हल (A) सही उत्तर है 

प्रथम उभयनिष्ठ पद ]! है। 

इससे अगला पद सार्वअंतर 4 एवं 5 के ल.स.व. अर्थात्‌ 20 को जोड्ने पर प्राप्त होता है। 
इसलिए ।0वाँ उभयनिष्ठ पद = समांतर श्रेणी का 7,, जिसमें ८ = ]] एवं 4 = 20. 
T,,=4a+94=I]+9 (20) 5 9] 


उदाहरण 20 एक गुणोत्तर श्रेणी में पदों की संख्या सम है। यदि सभी पदों का योग विषम पदों के 
योग का 5 गुना है, तो गुणोत्तर श्रेणी का सार्वअनुपात हैं: 


-4 ॥ इनमें नहीं 
(A) हु (8) र (0) 4 (D) इनमें से कोई नहीं 
हल सही उत्तर (0) है। 
आइए एक ऐसी गुणोत्तर श्रेणी ०,०7, ८१, ... लेते हैं जिसके पदों की संख्या 2# है। 


ar”) Sa((G?)"-]) 


हम तज तह ठग प्रप्त करते हैं। 


(क्योंकि विषम पदों का सार्वअनुपात 7? होगा और पदों की संख्या # होगी ) 





a(r™"-D) र (r”-]) 
r-l (r°-D) 
=> 4 (7+ ]) = 54, अर्थात्‌ „= 4 





= 


उदाहरण 2। व्यंजक 3*+ 3!-*, ४ € R का न्यूनतम मान हैः 


I है 
(A) 0 (8) 3 (CE) 3 (D) 23 
हल सही उत्तर (9) है। 
हम जानते हैं कि धनात्मक संख्याओं के लिए A.M.>GM 


x Ix 
इसलिए र E > AE 


छुर नकाते पक 
>,37- 
च 2 3 








न्क कक > 2.3 
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| 9.3 प्रशनावली | 


लघु उत्तरीय प्रश्‍न (9.4) 


५ 


एक समांतर श्रेणी का प्रथम पद ८ है एवं प्रथम # पदों का योग शून्य है। दर्शाइए कि इसके 


अगले 4 पदों का योग ०2 *9)4 3 है [संकेतः वांछित योग = 9, , -5,] 

p- 
एक व्यक्ति 20 वर्ष में 66000 रुपये बचाता है। प्रथम वर्ष के पश्चात्‌ प्रत्येक परवर्ती वर्ष में 
वह पिछले वर्ष की तुलना में 200 रुपये अधिक बचाता है। ज्ञात कीजिए कि वह व्यक्ति प्रथम 
वर्ष में कितने रुपये बचाता था? 
एक व्यक्ति 5200 रुपये के प्रारंभिक वेतन पर किसी पद को स्वीकार करता है। अगले ही महीने 
से उसे प्रत्येक महीने 320 रुपये की वेतन वृद्धि प्राप्त होती है। 
(4) उसका दसवें महीने का वेतन ज्ञात कीजए 
(9) प्रथम वर्ष में उसने कुल कितना धन अर्जित किया? 
यदि किसी गुणोत्तर श्रेणी के एवाँ एवं वाँ पद क्रमशः ५ एवं है तो सिद्ध कीजिए कि उस 


श्रेणी का (+ 4)वाँ पद का [( है। 
p 


एक बढ़ई को ।92 खिड्कियों के फ्रेम तैयार करने के लिए काम पर रखा गया । प्रथम दिन 
उसने पाँच फ्रेम बनाये और उसके पश्चात्‌ प्रतिदिन पिछले दिन की तुलना में 2 फ्रेम अधिक 
बनाए। ज्ञात कीजिए कि कार्य को पूरा करने में उसने कितने दिन लगाए? 

हम जानते हैं कि त्रिभुज के अंतः कोणों का योग ।80° होता है। सिद्ध कीजिए कि 3, 4, 5, 
Ca भुजाओं वाले बहुभुजों के अंतः कोणों का योग एक समांतर श्रेणी बनाता है। 2 भुजाओं 
वाले बहुभुज के अंतःकोणों का योग ज्ञात कोजिए। 

एक समबाहु त्रिभुज की एक भुजा 20 सेमी लंबी है। प्रथम त्रिभुज की भुजाओं के मध्य बिंदुओं 
को मिलाकर एक दूसरी त्रिभुज पहली त्रिभुज के अंदर बनायी जाती है। यह प्रक्रम चलता ही 
रहता है तो इस प्रकार बनी हुई (छठी) अंतः समबाहु त्रिभुज का परिमाप ज्ञात कीजिए। 
एक आलू दौड़ में 20 आलू एक ही पंक्ति में 4 मीटर के अंतराल पर रखे गये हैं जिसमें प्रथम 
आलू दौड़ शुरू होने वाले बिंदु से 24 मीटर की दूरी पर रखा गया है। एक प्रतिभागी को एक 
समय में एक आलू को उठाकर लाते हुए सभी आलुओं को वापस उस बिंदु पर लाना है जहाँ 
से दौड़ शुरू हुई है। सभी आलुओं को वापस लाने के लिए उसे कितनी दूरी तय करनी पड़ेगी। 
किसी क्रिकेट टूर्नामेंट में ।6 विद्यालयों की टीम हिस्सा लेती है। सभी टीमों के लिए पुरस्कार 
राशि के रूप में 8000 रुपये की राशि वितरित की जानी है। यदि अंतिम टीम को पुस्कार राशि 
के रूप में 275 रुपये दिए जाते हैं और बारी-बारी से आने वाली प्रत्येक टीम का पुरस्कार एक 
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I0. 


II. 


2. 


प्रश्न प्रदर्शिका 


निश्चित राशि से बढाया जाता है। ज्ञात कीजिए कि प्रथम स्थान पाने वाली टीम को कितनी राशि 
प्राप्त होगी? 
यदि ८,, ०, ८, ..., ८, समांतर श्रेणी में हैं जहाँ ०,> 0 ४३, तो दर्शाइए कि 

l हि l Fa l R=] 
Vays Yotyes (०३३० Naas 
श्रेणी (33 - 23) + (5? - 43) + (7? - 6?) + ... का योग 6) # पदों तक (8) ।0 पदों तक, ज्ञात 
कोजिए। 
किसी समांतर श्रेणी का वाँ पद ज्ञात कीजिए यदि उसके प्रथम # पदों का योग 27 + 3४: है। 
[संकेतः ८, = $, - $, |] 


मे 








दीर्घ उत्तरीय प्रश्न (...) 


3. किहीं दो संख्याओं के बीच ^ समांतर माध्य है और 6,, 0, दो गुणोत्तर माध्य हैं, तो सिद्ध कीजिए कि- 
2 2 
2A= ४ + a 
Gs G, 
।4. यदि 9,, 6, ९,, ..., 9, , समांतर श्रेणी में है जिसका सार्वअंतर ८ हैं, तो सिद्ध कीजिए कि- 
5९00, 5८९०6, + 5९९८०, 5९००, + ... + Sec0, , sec0 ks ia : 
i sind 
5. यदि किसी समांतर श्रेणी के 7 पदों का योग 4 है और ५ पदों का योग # है, तो सिद्ध कीजिए 
कि श्रेणी के + पदों का योग - (० + 4) है। उस समांतर श्रेणी के प्रथम -५ (7 > 4) 
पदों का योग भी ज्ञात कीजिए। 
6. किसी समांतर श्रेणी एवं गुणोत्तर श्रेणी दोनों के /वाँ, वाँ एवं /वाँ पद क्रमशः 6, ७ एवं ८ है, 
तो सिद्ध कोजिए कि- 
7 .b "cil 
वस्तुनिष्ठ प्रश्न 
प्रश्‍न सख्या |7 से 26 तक प्रत्येक में दिए हुए चार विकल्पों में से सही उत्तर का चयन कीजिए 
(M.C.O) 
7. यदि किसी समांतर श्रेणी के # पदों का योग 


9, = 37 + 27, है, तो उस समांतर श्रेणी का सार्वअंतर है- 
(A) 3 (B) 2 (06 (0) 4 


।8. एक गुणोत्तर श्रेणी का तीसरा पद 4 है। इसके प्रथम पाँच पदों का गुणनफल है- 


(A) 43 (8) 46 (0) 45 (0) इनमें से कोई नहीं 
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9. यदि किसी समांतर श्रेणी के 9वें पद का 9 गुना और उसके ।3वें पद के ।3 गुना के बराबर 
है, तो उस समांतर श्रेणी का 22वाँ पद है- 
(A) 0 (B) 22 (Q) 220 (D) 98 

20. यदि ४, 2), 32 समांतर श्रेणी में हैं जबकि 2, ), 2 गुणोत्तर श्रेणी में हैं, तो गुणोत्तर श्रेणी का 
सार्वअनुपात है- 


l l 
(A) 3 (8) ड (C) 2 D) 7 


2।. यदि किसी समांतर श्रेणी के लिए 5, = ५? एवं $, = 4४7, जहाँ $, समांतर श्रेणी के # पदों में 
योग को निर्दिष्ट करता है, तो 9, बराबर है- 


3 
4 


2 
22. मान लीजिए कि किसी समांतर श्रेणी के प्रथम # पदों के योग को $, से निर्दिष्ट किया जाता 
है। यदि $, = 35, तो $, : $, बराबर है- 


(A) (8) mng (९) q (0) (n +n) dq 


(७) 4 (8) 6 (0) 8 (D) 0 
23. 4++47>, ४ € हे का न्यूनतम मान है- 
(A)2 (B) 4 (Q) I (D) 0 


24. मान लीजिए कि $ प्रथम प्राकृत संख्याओं के घनों के योग को निर्दिष्ट करता है एवं 5, प्रथम 


# प्राकृत संख्याओं के योग को निर्दिष्ट करता है, तो ) बराबर है। 


r=l Sr 








n(n+D(n+2) n(n+)) 
rr 5 0 
2 
(0 “न (0) इनमें से कोई नहीं 
25. यदि, श्रेणी2+3+6+।+8+... के #वें पद को निर्दिष्ट करता है, तो /,, का मान है- 
(A) 492 _ ] (8) 49? (0)502+ ] (D) 492 + 2 


26. लकड़ी के ठोस आयताकार खंड के तीन असमान किनारों की लंबाई गुणोत्तर श्रेणी में है। उस 
लकड़ी के खंड का आयतन 26 घन सेमी एवं कुल पृष्ठीय क्षेत्रफल 252 वर्ग सेमी है। सबसे 
लंबे किनारे की लंबाई है। 

(A)lI2cm (B)6cm (Q)I8cm (D)3cm 
प्रश्‍न सख्या 27 से 29 तक रिक्त स्थानों की पूर्ति कीजिए- 


a-— 


b 
27. 4,४, ८ को गुणोत्तर श्रेणी में होने के लिए, 7 का मान .............. के समान है। 
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28. 
29. 


30. 
EF 


32. 


3६ 
34. 


05% 


36. 


प्रश्न प्रदर्शिका 


किसी समांतर श्रेणी के प्रारंभ एवं अंत से समदूरस्थ पदों का योग............ के समान है। 
एक गुणोत्तर श्रेणी का तीसरा पद 4 है, तो प्रथम पाँच पदों का गुणनफल ................ है। 


बताइए, प्रश्‍न संख्या 30 से 34 तक में दिए हुए कथन सत्य हैं अथवा असत्य हैं। 

दो अनुक्रम एक साथ समांतर श्रेणी एवं गुणोत्तर श्रेणी नहीं हो सकते है। 

प्रत्येक श्रेणी एक अनुक्रम होता हैं परंतु यह आवश्यक नहीं है कि प्रत्येक अनुक्रम एक श्रेणी 
होता है। 

किसी समांतर श्रेणी के प्रथम पद के अतिरिक्त कोई भी पद स्वयं से समदूरस्थ पदों के योग 
के आधे के समान होता है। 

दो गुणोत्तर श्रेणियों का योग अथवा अंतर भी एक गुणोत्तर श्रेणी होता है। 

यदि किसी अनुक्रम के # पदों का योग एक द्विघात व्यंजक है तो वह अनुक्रम हमेशा एक समांतर 
श्रेणी को निरुपित करता है। 

स्तंभ ] में दिए हुए प्रश्नों का स्तंभ ]ा में दिए हुए उत्तरों में से सही उत्तर के साथ मिलान कीजिए: 


स्तंभ I स्तंभ वा 
I I , | 

(9) 4,], 76 6) समांतर श्रेणी 
(४0) 2, 3, 5, 7 (0) अनुक्रम 
(०) 3, 8, 3, -2, -7 (0) गुणोत्तर श्रेणी 

स्तंभ स्तंभ 

n(n+D) ] 
(a) T+ 22 + 3£ + ...+## 6) त 
(0) P+2F3+...+n? (0) n(n+l) 
(०) 2+4+6+...+2n (iii) 
n(n+]) 

(0) ARS +F.hn (iv) त 


20/04/20I8 


